
Mathematical Presentation of 

Input-Output Analysis



z11 + z12 +  F1 =     X1 ← 財１の需給バランス式

z21 + z22 +  F2 =     X2 ← 財２の需給バランス式

中間需要 最終需要 総生産

需要 供給

ただし:

z11 = 財１に対する産業１の中間需要
z12 = 財１に対する産業２の中間需要
F1 = 財１への最終需要
X1 = 財１の総生産額、

財２についても同様。
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ただし:

z11 = 財１に対する産業１の中間需要
z12 = 財１に対する産業２の中間需要
F1 = 財１への最終需要
X1 = 財１の総生産額、

財２についても同様。



     a11 X1 +   a12 X2 +  F1 =     X1

        a21 X1 +   a22 X2 +  F2 =     X2

定義上、 aij = zij / Xj ,  したがって

a11 X1 =  z11,  a12 X2  =  z12, a21 X1  =  z21,  a22 X2 =  z22

ただし:

a11 =産業１の財１に対する投入係数
a12 =産業２の財１に対する投入係数
a21 =産業１の財２に対する投入係数
a22 =産業２の財２に対する投入係数



Leontief 

multiplier

  

     (1 – a11 ) X1 – a12 X2 =  F1

      – a21 X1 +   (1 – a22 ) X2 =  F2

X1    = F1 

1 – a22 

(1 – a11 ) (1 – a22 )  – a12 a21

+ F2 

a12 

(1 – a11 ) (1 – a22 )  – a12 a21

X2    = F1 

a21 

(1 – a11 ) (1 – a22 )  – a12 a21

+ F2 

1 – a11 

(1 – a11 ) (1 – a22 )  – a12 a21



a11 X1 + a12 X2 + F1 = X1

a21 X1 + a22 X2 + F2 = X2

a11    a12

a21    a22

X1

X2

F1

F2

+x
X1

X2

=

行列への変換



財1 a11･X1 + a12･X2 + a13･X3 + ... + a1n･Xn + F1 = X1

財2 a21･X1 + a22･X2 + a23･X3 + ... + a2n･Xn   +   F2 = X2

財3 a31･X1 + a32･X2 + a33･X3 + ... + a3n･Xn   +   F3 = X3

・ ・ ・ ・ ・ ・
・ ・ ・ ・ ・ ・
・ ・ ・ ・ ・ ・

財 n an1･X1 + an2･X2 + an3･X3 + ... + ann･Xn   +   Fn = Xn

a11 a12 a13 … a1n

a21 a22 a23 … a2n

a31 a32 a33 … a3n
・     ・    ・            ・
・     ・    ・            ・
・  ・    ・            ・

an1 an2 an3 … ann

X1

X2

X3
・
・
・

Xn

X1

X2

X3
・
・
・

Xn

F1

F2

F3
・
・
・

Fn

+ =

< Matrix presentation of a general case>



a11 a12 a13 … a1n

a21 a22 a23 … a2n

a31 a32 a33 … a3n
・     ・    ・            ・
・     ・    ・            ・
・  ・    ・            ・

an1 an2 an3 … ann

X1

X2

X3
・
・
・

Xn

A = F = X =F1

F2

F3
・
・
・

Fn

1 0 0 … 0

0 1 0 … 0

0 0 1 … 0
・   ・    ・         ・
・   ・    ・         ・
・   ・    ・         ・

0 0  0 … 1

I =
Identity matrix:

with 1 in the diagonal 

elements and 0 elsewhere



A ・ X    + F    = X
(n x n)    (n x 1)               (n x 1)              (n x 1)

(I  – A) ・ X      = F

X      =    (I – A)-1 ・ F

a11 a12 a13 … a1n

a21 a22 a23 … a2n

a31 a32 a33 … a3n
・     ・    ・            ・
・     ・    ・            ・
・  ・    ・            ・

an1 an2 an3 … ann

X1

X2

X3
・
・
・

Xn

X1

X2

X3
・
・
・

Xn

F1

F2

F3
・
・
・

Fn

+ =



X =  (I – A)
-1・F 

 =  (I + A + A2 + A3 + …）・F 

 = I・F  +  A・F  +  A2・F  + … 

１次波及 ２次波及初期需要

→ 生産波及効果の総額を

 生産工程ごとに分解



第二次波及 第三次波及 第四次波及

第一次波及

初期需要

粗鋼
(0.08億円)

電力
(0.004億円)

石炭製品
(0.001億円)

石油製品
(0.0004億円)

鋼材
(0.12億円)

卸売
(0.02億円)

道路貨物輸送
(0.004億円)

水運
(0.002億円)

染色
(0.035億円)

合成樹脂
(0.002億円)

電力
(0.001億円)

パルプ
(0.001億円)

卸売
(0.001億円)

化学繊維
(0.021億円)

金融
(0.003億円)

卸売
(0.003億円)

自動車用部品
(2.6億円)

冷間仕上げ鋼材
(0.6億円)

鉄鋼シャースリット
(0.2億円)

塗料
(0.17億円)

合成ゴム
(0.3億円)

カーボンブラック
(0.1億円)

絹・人絹織物
(0.1億円)

生ゴム （輸入）
(0.1億円)

自動車車体
(6.5億円)

タイヤ・チューブ
(1.5億円)

ガラス製品
(1.3億円)

自動車用内燃機関
(15.2億円)

乗用車
(100億円)

・・・
・・・

・・・

・・・
・・・

・・・

L = (I –A)-1

= I   + A    + A2 + A3 +  A4 …



付加価値貿易 𝒗 𝑰 − 𝑨 −𝟏𝑭
𝒗: 付加価値係数

雇用モデル 𝒆 𝑰 − 𝑨 −𝟏𝑭
𝒆: 雇用係数

炭素フットプリント 𝒄 𝑰 − 𝑨 −𝟏𝑭
𝒄: 雇用係数



平均波及回数
Average Propagation Length (APL)

ある産業を起点とする生産波及が、
他の産業へ行きつくまでに経る
生産工程数の加重平均

→サプライチェーンの細分化
（フラグメンテーション）レベル
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Average Propagation Lengths

Definition

vij

[Ak]ij : the element of ith row and jth column of

an input coefficient matrix of kth power

k : a number of production stages along the path
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vij= 0 when (lij – δij) = 0

lij : Leontief inverse

coefficient

δij : Kronecker delta

(δij =1 if i=j and δij =0 otherwise)



Weighted average of the 

number of production stages
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→ Level of technological fragmentation



[A2]ij=Σkaikakj

[A3]ij=ΣkΣhaikakhahj



1-step (direct) path → A

2-step paths → A x A= A2

3-step paths → A x A2= A3

:        :         : 

Impact of a unit increase in demand

k-step paths → A x Ak-1= Ak

4-step paths → A x A3= A4



通過頻度指標
Pass-through frequency (PTF)

ある製品のサプライチェーン上に、
特定国の産業部門が

どのくらいの頻度で登場するか。

→特定国に対する地理的集中度
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A C
②

②Ａ→Ｃ→Ｅ

①

①Ａ→Ｂ→Ｃ
     →Ｂ→Ｃ→Ｅ

④

④Ａ→Ｄ→Ｃ→Ｅ

③

③Ａ→Ｃ→Ｃ→Ｅ

サプライチェーンがC国を
経由する平均回数:

(2 + 1 + 2 + 1) / 4 = 1.5

ハイリスク国：Ｃ国
始点：Ａ国
終点：Ｅ国



Pass-through Frequency (PTF)

𝑐(𝑡) ∶ the number times that sector t of a high-risk country 

appears in the path between sector 𝑠1 and sector 𝑠𝑘

Liang et al. (2016)   

Structural Betweenness Centrality

𝑓(𝑡)𝑠1𝑠𝑘
 

= 𝑐(𝑡) ⋅
𝑎𝑠1𝑠𝑘

 𝑳 − 𝑰 𝑠1𝑠𝑘

 

     +   𝑐(𝑡) ⋅
 𝑎𝑠1𝑠2

 𝑎𝑠2𝑠3
 𝑎𝑠3𝑠4

…  𝑎𝑠𝑘−1𝑠𝑘

[𝑳 − 𝑰]𝑠1𝑠𝑘

 
𝑠2,…,𝑠𝑘−1

∞

𝑘=3
  



Pass-through Frequency (PTF)

𝑓(𝑡)𝑠1𝑠𝑘
 

= 𝑐(𝑡) ⋅
𝑎𝑠1𝑠𝑘

 𝑳 − 𝑰 𝑠1𝑠𝑘

 

     +   𝑐(𝑡) ⋅
 𝑎𝑠1𝑠2

 𝑎𝑠2𝑠3
 𝑎𝑠3𝑠4

…  𝑎𝑠𝑘−1𝑠𝑘

[𝑳 − 𝑰]𝑠1𝑠𝑘

 
𝑠2,…,𝑠𝑘−1

∞

𝑘=3
  

Impact propagation of a 

particular production path

Direct 

propagation path

Indirect 

propagation path

𝑐(𝑡) ∶ the number times that sector t of a high-risk country 

appears in the path between sector 𝑠1 and sector 𝑠𝑘



The amounts of inputs required from sector i, 

in order to produce one unit output of sector j.

The amounts of inputs required from sector h

for producing i sector products, which are 

needed to produce one unit output of sector j. 

The amount of g sector products required to 

produce one unit output of sector j

via production in sector i and sector h.

𝑎𝑖𝑗𝑎ℎ𝑖𝑎𝑔ℎ

Input coefficient sequence 

as a propagation path



Pass-through Frequency (PTF)

𝑓(𝑡)𝑠1𝑠𝑘
 

= 𝑐(𝑡) ⋅
𝑎𝑠1𝑠𝑘

 𝑳 − 𝑰 𝑠1𝑠𝑘

 

     +   𝑐(𝑡) ⋅
 𝑎𝑠1𝑠2

 𝑎𝑠2𝑠3
 𝑎𝑠3𝑠4

…  𝑎𝑠𝑘−1𝑠𝑘

[𝑳 − 𝑰]𝑠1𝑠𝑘

 
𝑠2,…,𝑠𝑘−1

∞

𝑘=3
  

Impact propagation of a 

particular production path

Direct 

propagation path

Indirect 

propagation path

𝑐(𝑡) ∶ the number times that sector t of a high-risk country 

appears in the path between sector 𝑠1 and sector 𝑠𝑘

Total impact propagation of 

all paths between 𝑠1 and 𝑠𝑘



Pass-through Frequency (PTF)

𝑓(𝑡)𝑠1𝑠𝑘
 

= 𝑐(𝑡) ⋅
𝑎𝑠1𝑠𝑘

 𝑳 − 𝑰 𝑠1𝑠𝑘

 

     +   𝑐(𝑡) ⋅
 𝑎𝑠1𝑠2

 𝑎𝑠2𝑠3
 𝑎𝑠3𝑠4

…  𝑎𝑠𝑘−1𝑠𝑘

[𝑳 − 𝑰]𝑠1𝑠𝑘

 
𝑠2,…,𝑠𝑘−1

∞

𝑘=3
  

𝑐(𝑡) ∶ the number times that sector t of a high-risk country 

appears in the path between sector 𝑠1 and sector 𝑠𝑘

An impact share of 

a particular production path

The weighted average of the number of t sector 

emergence along production paths 

→ The frequency that a supply chain passes

through the industrial sectors of a high-risk country



Pass-through Frequency (PTF)

𝑓(𝑡)𝑠1𝑠𝑘
 

= 𝑐(𝑡) ⋅
𝑎𝑠1𝑠𝑘

 𝑳 − 𝑰 𝑠1𝑠𝑘

 

     +   𝑐(𝑡) ⋅
 𝑎𝑠1𝑠2

 𝑎𝑠2𝑠3
 𝑎𝑠3𝑠4

…  𝑎𝑠𝑘−1𝑠𝑘

[𝑳 − 𝑰]𝑠1𝑠𝑘

 
𝑠2,…,𝑠𝑘−1

∞

𝑘=3
  

𝑱(𝑡) ：t行t列の成分のみ

1で、他がすべて0の行列

⇔   𝑓(𝑡)𝑖𝑗
=

 𝑳 𝑱(𝑡)𝑳 −  𝑱(𝑡)  𝑖𝑗
 𝑳 − 𝑰 𝑖𝑗

 

𝑱(𝑡) : a matrix with 1

for (t, t)th element

and zeros elsewhere.
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